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Àííîòàöèÿ
Ïîêàçàíà ñâÿçü àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèèêàöèè Ïåòðîâà ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé ñ òåî-
ðèåé êàòàñòðî êàê îáîáùåííîé òåîðèåé àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Ïðîâåäåíà àíàëîãèÿ ïå-
ðåõîäîâ ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè òèïàìè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è àçîâûìè ïåðåõîäàìè
íà óðîâíå êðèâèçíû (òåíçîðà Âåéëÿ) íà ïðèìåðàõ êëàññèèêàöèè Ïåòðîâà, àëãåáðàè-
÷åñêîé êëàññèèêàöèè ÷åòûðåõìåðíûõ ëîêàëüíî åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ïîëó÷åíèÿ
ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé ñâåòîïîäîáíûõ èñòî÷íèêîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèèêàöèÿ Ïåòðîâà, ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ,
òåîðèÿ êàòàñòðî, àçîâûå ïåðåõîäû, ñâåòîïîäîáíûå èñòî÷íèêè, ëàéòîí, ãåëèêñîí.
Ââåäåíèå
Â ðàáîòàõ À.Ç. Ïåòðîâà [1, 2℄ âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà åñòåñòâåííàÿ èíâàðè-
àíòíàÿ êëàññèèêàöèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ àëãåáðà-
è÷åñêîé ñòðóêòóðû òåíçîðà èìàíà Êðèñòîåëÿ (èëè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå 
òåíçîðà êîíîðìíîé êðèâèçíû) (ñì. ìîíîãðàèþ [3℄, ãäå ñîáðàíû îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû).
Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ìîìåíòîâ êëàññèèêàöèè Ïåòðîâà ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå
4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íà 6-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå â
äàëüíåéøåì óäàåòñÿ ñâåñòè ê 3-ìåðíîìó êîìïëåêñíîìó åâêëèäîâîìó ïðîñòðàíñòâó.
Ïðè ýòîì òåíçîð êðèâèçíû (èëè òåíçîð Âåéëÿ) îòîáðàæàþòñÿ â ñèììåòðè÷íóþ
âåùåñòâåííóþ áåññëåäîâóþ ìàòðèöó, êîòîðóþ çàòåì ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîì-
ïëåêñíóþ ìàòðèöó Âåéëÿ. Ýòà ìàòðèöà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ è ïðè ñïåöèàëüíîì îòîá-
ðàæåíèè òåíçîðà Âåéëÿ, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì òðåáîâàíèÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ îðòîãîíàëüíîé 4-ìàòðèöû Ëîðåíöà â îðòîãîíàëüíóþ 3-ìàòðèöó êîìïëåêñíîãî
3-ïðîñòðàíñòâà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèèêàöèè
Ïåòðîâà è ýéíøòåéíîâñêîé òåîðèåé ãðàâèòàöèè ÷åðåç òåíçîð êðèâèçíû èìàíà 
Êðèñòîåëÿ è óðàâíåíèÿ òÿãîòåíèÿ.
Â äàëüíåéøåì êëàññèèêàöèÿ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö Âåéëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïó-
òåì ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Îäíèì èç âàæíåéøèõ
ðåçóëüòàòîâ ïîäõîäà À.Ç. Ïåòðîâà ê àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèèêàöèè ïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ òåîðåìà (òåîðåìà Ïåòðîâà), èëè òåîðåìà îá àëãåáðàè÷åñêèõ òè-
ïàõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé.
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òðè è òîëüêî òðè îñíîâíûõ òèïà ãðàâèòàöèîííûõ
ïîëåé ïî Ïåòðîâó ñ ñèãíàòóðîé ìåòðèêè (+   ); â çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé è âåêòîðîâ ýòè òèïû ïðîñòðàíñòâ ðàñïàäàþòñÿ íà ñåìü ïîäòèïîâ.
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èñ. 1. Äèàãðàììà àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèèêàöèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîãëàñíî ðàç-
íûì àâòîðàì
Ïðèâåäåì òàêæå ðåçóëüòàòû ðàçáèåíèÿ íà êëàññû â çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Âåéëÿ. Èç òåîðåìû Ïåòðîâà ñëå-
äóåò íåîäíîçíà÷íîñòü ðàçáèåíèÿ íà êëàññû (òèïû) ìàòðèö Âåéëÿ. Íà äèàãðàììå
(ñì. ðèñ. 1) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òàêîãî ðàçáèåíèÿ ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè. Íåîá-
õîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íè îäèí èç óêàçàííûõ â òàáëèöå àâòîðîâ íå âûäåëÿåò
ïîäòèï Ia â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî. Òàêîå âûäåëåíèå äèêòóåòñÿ êàê êëàññè-
èêàöèåé ìàòðèö ïî ðàíãàì, òàê è ÷èñòî èçè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, íàïðèìåð,
ñâÿçàííûìè ñ îáðàçîâàíèåì ñòîÿ÷åé ãðàâèòàöèîííîé âîëíû [4℄.
Ñòðåëêè íà äèàãðàììå Ïåíðîóçà (ðèñ. 1) óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ
êðàòíîñòè ãëàâíûõ ñâåòîïîäîáíûõ íàïðàâëåíèé ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó òèïàìè ïðî-
ñòðàíñòâ (â òîì ÷èñëå âûðîæäåíèå ïî ðàíãó ìàòðèöû Âåéëÿ) [5℄.
×òî êàñàåòñÿ èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèèêàöèè, òî
îíà ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ äåâèàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ
àíàëèçà ïîâåäåíèÿ îáëàêà ïðîáíûõ ÷àñòèö â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå [6℄. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå òèïà N àíàëîãè÷íî ïîëþ ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû (ïîïåðå÷íî-ïîïåðå÷íàÿ ïëîñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà). Ïîëÿ òèïà III òàêæå
âîëíîâûå ïîëÿ, íî ñ ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé. Àíàëîãîì êóëîíîâñêîãî ïîëÿ (ïîëÿ
óåäèíåííîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà) ÿâëÿåòñÿ ïîëå òèïà D . Òèï II  êîìáèíàöèÿ ïîëåé
òèïîâ D è N . Â ñëàáîì ïðèáëèæåíèè òàêîå ïîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñó-
ïåðïîçèöèþ ïîëåé êóëîíîâñêîãî òèïà è ïëîñêîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíû. Ïîëÿ òèïà
Ia àíàëîãè÷íû ñòîÿ÷èì ýëåêòðîìàãíèòíûì âîëíàì (ñòîÿ÷àÿ ãðàâèòàöèîííàÿ âîë-
íà, îáðàçîâàííàÿ èç äâóõ âîëí òèïà N , â ïðèáëèæåíèè ñëàáîãî ïîëÿ îòíîñèòñÿ
êàê ðàç ê òàêîìó òèïó). Îáîáùåíèå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî  ýòî ïîëÿ òèïà O
ñ êîíîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêîé. Ïðèìåðîì òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âñåëåí-
íàÿ Ôðèäìàíà. ðàâèòàöèîííûå ïîëÿ, íå îáëàäàþùèå êàêèìè-ëèáî ñèììåòðèÿìè,
îòíîñÿòñÿ ê íàèáîëåå îáùåìó òèïó I .
1. Òåîðèÿ êàòàñòðî è àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèèêàöèÿ
ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé
Êëàññèèêàöèÿ Ïåòðîâà ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâÿçàíà ñ ðå-
øåíèÿìè êóáè÷åñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
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èñ. 2. a) Ïîâåðõíîñòü êàòàñòðîû ñáîðêè è åå ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü óïðàâëÿþùèõ ïà-
ðàìåòðîâ p è q . b) Ëèñòû, îòâå÷àþùèå êëàññàì ñîïðÿæåííîñòè ìàòðèö Âåéëÿ. ) Íèëü-
ïîòåíòíûå è ïîëóïðîñòûå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ìàòðèö Âåéëÿ
ìàòðèöû Âåéëÿ
λ3 + pλ+ q = 0, (1)
ãäå λ îáîçíà÷àåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, p è q  óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû.
C äðóãîé ñòîðîíû, ýòî óðàâíåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óñëîâèå íà êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè äëÿ ¾ïîòåíöèàëüíîé¿ óíêöèè
U = (1/4) λ4 + (1/2) pλ2 + qλ, (2)
êîòîðàÿ îïèñûâàåò êàòàñòðîó ñáîðêè.
Çàäàíèå ñåïàðàòðèñû (ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû Íåéëÿ) óðàâíåíèåì (Q  äèñ-
êðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ)
Q = (p/3)3 + (q/2)2 = 0 (3)
îçíà÷àåò ðàâåíñòâî äâóõ êîðíåé èç òðåõ äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Ïî àëãåáðàè÷åñêîé
êëàññèèêàöèè ýòî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ òèïîâ D è II . Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîé
λ èç óðàâíåíèé
d2U/dλ2 = 3λ2 + p = 0, d3U/dλ3 = 6λ2 = 0 (4)
ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþ q = 0 (âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû Âåéëÿ), ÷òî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, îçíà÷àåò λ1 = 0 , λ2 = −λ3 = √p , èëè íàëè÷èå íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ
(p, q) îäíîìåðíîãî ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ðåàëèçóåòñÿ òèï Ia .
Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (4) äàåò òî÷êó ñáîðêè p = q = 0 (òðèæäû âûðîæ-
äåííóþ òî÷êó), êîòîðîé îòâå÷àþò òèïû ïðîñòðàíñòâ O, N , III . Âñÿ îñòàâøàÿñÿ
ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ (p, q) îòâå÷àåò òèïó I (ñì. ðèñ. 2) [7, 8℄.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà ñáîðêè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òî÷êè àçîâîãî ïåðåõîäà
2-ãî ðîäà [7, 8℄, à ïåðåõîä â òèï 0 îòâå÷àåò ïåðåõîäó â íàèáîëåå ¾ñèììåòðè÷íóþ¿
àçó. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ (èíâàðèàíòû òåíçîðà êðèâèçíû èëè òåí-
çîðà Âåéëÿ) èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, à ïàðàìåòð p  ðîëü òåìïåðàòóðû;
ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ óíêöèè U ïî p  ýíòðîïèè, à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ - òåï-
ëîåìêîñòè. Îäíàêî ó ìàòðèö Âåéëÿ èìååòñÿ ñîáñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ðàíã
ìàòðèöû), êîòîðàÿ âåäåò ñåáÿ êàê òåïëîåìêîñòü òâåðäîãî òåëà ïðè àçîâûõ ïå-
ðåõîäàõ 2-ãî ðîäà. Òàê, ðàíãè ìàòðèö òèïîâ O, N , III ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû r = 0,
1, 2. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çäåñü ¾àçàìè ñóáñòàíöèè¿ âûñòóïàþò òèïû ãðà-
âèòàöèîííûõ ïîëåé [8℄.
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Â òî÷êå ñáîðêè ïðèñóòñòâóåò âûðîæäåíèå ïî λ (âñå λi = 0, i = 1, 2, 3), ïîýòîìó
ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþò ñðàçó òðè òèïà ìàòðèö  O, N , III . Êðîìå òîãî, ñêà÷êè
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî p îò óíêöèè U â òî÷êå ñáîðêè îòâå÷àþò ñêà÷êàì ðàíãîâ
ìàòðèö Âåéëÿ.
Íåîáõîäèìî åùå ó÷èòûâàòü è òî, ÷òî ìàòðèöû Âåéëÿ óïîìÿíóòûõ òðåõ òèïîâ îá-
ëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: W0 = 0 (íèëüïîòåíò èíäåêñà 1), W
2
N = 0 (íèëü-
ïîòåíò èíäåêñà 2), W 3III = 0 (íèëüïîòåíò èíäåêñà 3). Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ ñ òèïàìè
ïðîñòðàíñòâ íàãëÿäíî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Ôàêòè÷åñêè ïëîñêîñòü (p, q) (ðèñ. 2, b)
åñòü ïðîåêöèÿ òðåõ ëèñòîâ, îòâå÷àþùèõ êëàññàì ñîïðÿæåííîñòè ìàòðèö Âåéëÿ
1
:
íèëüïîòåíòíûå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè è ïîëóïðîñòûå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè, òî
åñòü ñîäåðæàùèå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (ðèñ. 2, ).
Íàä òî÷êîé ñáîðêè (òî÷êîé àçîâîãî ïåðåõîäà 2-ãî ðîäà) ëåæàò òðè êëàññà ñî-
ïðÿæåííîñòè íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö èíäåêñîâ 1, 2, 3. Ïðè ýòîì íà êàæäîì ëèñòå
òî÷êå àçîâîãî ïåðåõîäà 2-ãî ðîäà îòâå÷àåò ñâîÿ íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà Âåéëÿ.
Íàä êðèâîé Íåéëÿ  äâà ïîëóïðîñòûõ êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ìàòðèö D è II òèïîâ,
à íàä îñòàëüíûìè òî÷êàìè  ïî îäíîìó ïîëóïðîñòîìó êëàññó (òèïû I è Ia). Ïðè-
âåäåííàÿ íà ðèñ. 2, b äèàãðàììà ñîâïàäàåò ñ ðàçáèåíèåì ìàòðèö Âåéëÿ íà êëàññû
ïî Ñèíãó (ñì. ðèñ. 1). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè
ìàòðèö Âåéëÿ ñíèìàåò âûðîæäåíèå, ïðèñóùåå ðåøåíèþ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ â äàííîì ñëó÷àå. Êðîìå òîãî, ââåäåíèå ìàòðèö òèïà Ia èìååò çäåñü îá-
îñíîâàíèå â âèäå ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðîãî
ïðîèñõîäèò ¾àçîâûé¿ ïåðåõîä 1-ãî ðîäà, è ãäå ïîòåíöèàëüíàÿ óíêöèÿ U ñòðóê-
òóðíî íåóñòîé÷èâà (q = 0), òî åñòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ óíêöèè ñîâïàäàþò
â äâóõ è áîëåå òî÷êàõ. Â ýòîì ñìûñëå ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâ è òèï Ia . Çàáåãàÿ
âïåðåä, ê ýòîìó ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî âñå àëãåáðàè÷åñêèå òèïû ãðàâèòàöèîííûõ
ïîëåé (êðîìå òèïà I) êðàéíå íåóñòîé÷èâû ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì äðóãèìè òèïàìè
ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé êàê è ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [9, 10℄, ãäå ïîëó÷åíû âîçìîæíûå
ðåçóëüòèðóþùèå òèïû ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé ïðè êîíêðåòíûõ âîçìóùåíèÿõ ñ òî÷-
êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèèêàöèè. Ýòî è ïîíÿòíî, òàê êàê òàêàÿ ñìåíà
òèïà ïîëÿ ñâÿçàíà ñ àçîâûìè ïåðåõîäàìè îïðåäåëåííîãî ðîäà.
2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèèêàöèÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ëîêàëüíî
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ, âïåðâûå ïîñòðîåííàÿ À.Ç. Ïåòðî-
âûì, ïðèìåíÿëàñü è èíòåðïðåòèðîâàëàñü â îñíîâíîì êàê êëàññèèêàöèÿ ãðàâèòà-
öèîííûõ ïîëåé, îïèñûâàåìûõ îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè, èñïîëüçóþùåé ïñåâ-
äîðèìàíîâó ìåòðèêó. Ïîýòîìó áûëî áû íåáåçûíòåðåñíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ïåòðîâà ê
êëàññèèêàöèè ëîêàëüíî åâêëèäîâûõ 4-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî åñòü 4-ïðîñòðàíñòâ
ñ ìåòðèêîé, èìåþùåé ñèãíàòóðó (++++). Êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îäíî èç íåìíîãèõ ïðèìåíåíèé òåîðèè äâîéíîãî ïåðåìåííîãî.
Äâîéíûå ïåðåìåííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîâèäíîñòü ãèïåðêîìïëåêñíûõ ïå-
ðåìåííûõ è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (ñì., íàïðèìåð, [11℄)
ζ = x+ ey, (5)
ãäå e  áàçîâàÿ åäèíèöà äâîéíûõ ïåðåìåííûõ, e2 = +1.
1
Ïîäîáèå ìàòðèö (A = TBT−1, det T 6= 0) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíî-
æåñòâå ìàòðèö. Îïðåäåëåííûå ýòèì îòíîøåíèåì êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè
ñîïðÿæåííîñòè.
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Ïðè ââåäåíèè äâîéíûõ ïåðåìåííûõ îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî x, y ïðèíàäëåæàò
ïîëþ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, îäíàêî èç-çà òðóäíîñòåé ñ íàõîæäåíèåì ðàäè-
êàëîâ ïîä äâîéíûìè ïåðåìåííûìè áóäåì ïîíèìàòü êîíñòðóêöèþ (5), íî, âîîáùå
ãîâîðÿ, x è y áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ïðèíàäëåæàùèìè ïîëþ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.
Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ ââîäèòñÿ êàê ñìåíà çíàêà ïðè e : ζ× = x− ey Êâàäðàò
ìîäóëÿ äâîéíîãî ïåðåìåííîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ζζ× = ζ×ζ = x2 − y2,
è ïðè x2 = y2 6= 0; ζζ× = 0. Ïðè ýòîì êîðåíü èç ýòîé âåëè÷èíû ìîæåò áûòü
è ìíèìûì (â ñìûñëå êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ). Ïîýòîìó, ÷òîáû èçáåæàòü ýòîãî
ñëåäóåò ðàçëè÷àòü íà ïëîñêîñòè äâîéíîãî ïåðåìåííîãî îáëàñòè ñ ζζ× > 0 è ζζ× <
< 0, ãðàíèöåé êîòîðûõ ñëóæèò îáëàñòü ζζ× = 0. Äëÿ çàïèñè äâîéíûõ ïåðåìåííûõ
ñïðàâåäëèâ àíàëîã îðìóëû Ýéëåðà.
Êàê è äëÿ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ââåäåì íà ïëîñêîñòè äâîéíîãî ïåðåìåííîãî
êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2) :
(∆ζ) (∆ζ)
×
= (∆x)
2 − (∆y)2 = (∆l)2 . (6)
Ïëîñêîñòü ñ òàêîé ìåòðèêîé îêàçûâàåòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâîé, à åñëè ïðèäàòü
x èçè÷åñêèé ñìûñë âðåìåííîé êîîðäèíàòû, à y  ïðîñòðàíñòâåííîé, òî ïîëó÷èì
ïðèìåð äâóìåðíîé ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, íà êîòîðîé âûäåëÿþòñÿ îáëàñòè, ðàçäå-
ëåííûå ñâåòîïîäîáíûìè ëèíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ |ζ| = 0 (äâóìåðíûé
ñâåòîâîé êîíóñ). Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè ñ äâîéíûìè ïåðåìåííûìè àíàëîãè÷-
íû ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàöèÿì ñ êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
äâîéíûå ïåðåìåííûå îáðàçóþò êîììóòàòèâíî-àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí, îäíàêî ñàìè ïîëÿ íå îáðàçóþò, òàê êàê íå âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò. Â äàëüíåéøåì ïðèìåì, ÷òî ïåðåìåííûå è óíêöèè ñ
íóëåâûì ìîäóëåì èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ è ó÷àñòèÿ â îïåðàöèÿõ. Îòêàç îò
òàêèõ âåëè÷èí îçíà÷àåò îòêàç îò ðàáîòû, â ÷àñòíîñòè, íà ñâåòîïîäîáíûõ ëèíèÿõ è
ïîâåðõíîñòÿõ.
Êàê è ïðè îáû÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèèêàöèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñ
ïîìîùüþ áàçîâîé åäèíèöû e è íà îñíîâå òåíçîðà Âåéëÿ ñòðîèòñÿ 3 × 3 áåññëå-
äîâàÿ ìàòðèöà Âåéëÿ W äâîéíûõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ âåëè÷èí
è ñòàâèòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå åå ðåøåíèÿ ïðèõîäèì ê
òåîðåìå î òèïàõ ìàòðèöû Âåéëÿ äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ëîêàëüíî åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ [12℄.
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí îñíîâíîé òèï ìàòðèö Âåéëÿ
ïðîñòðàíñòâ ñ ñèãíàòóðîé (++++); â çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
è âåêòîðîâ ýòîò òèï ðàñùåïëÿåòñÿ íà ÷åòûðå ïîäòèïà: I , Ia , D , O.
Ê ïîäòèïó I áóäåì îòíîñèòü ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Âåéëÿ
êîòîðîãî èìååò ðàçëè÷íûå è íå ðàâíûå íóëþ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâèìûå
â âèäå äâîéíûõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ âåëè÷èí: λ1 6= λ2 6= λ3 6= 0;
λ1 + λ2 + λ3 = 0 , WI = diag (λ1, λ2, λ3) . àíã ìàòðèöû Âåéëÿ ðàâåí òðåì.
Åñëè èìååòñÿ ðàâíîå íóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (íàïðèìåð, λ1 = 0, λ2 =
= −λ3 = λ), òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäòèï ïðîñòðàíñòâà (âìåñòå ñ ìàòðèöåé Âåéëÿ)
áóäåì íàçûâàòü ïîäòèïîì Ia : WIa = diag (0, λ,−λ) ; ðàíã r = 2.
Ïðîñòðàíñòâà, îïèñûâàåìûå ìàòðèöàìè Âåéëÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâîéíîãî êîðíÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà äâîéíûå ïåðåìåííûå, áóäåì
íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâàìè ïîäòèïà D : WI = diag (2λ,−λ,−λ) . àíã ìàòðèöû ðà-
âåí òðåì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íàëè÷èè òðîéíîãî êîðíÿ ðåàëèçóåòñÿ åäèíñòâåííûé âàðè-
àíò: W
O
= 0, òî åñòü èññëåäóåìîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíîðìíî-ïëîñêèì.
Îòíåñåì òàêîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîäòèïó O. Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çäåñü
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îòñóòñòâóþò âîëíîâûå ïîäòèïû, à âñå ïîäòèïû, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ äâîéíàÿ
ìàòðèöà Âåéëÿ, îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó òèïó T1 ïî Ïåòðîâó.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â äàííîì ñëó÷àå åñòü óñëîâèå ýêñòðåìóìà ¾ïî-
òåíöèàëüíîé¿ óíêöèè, îðìàëüíî ñîâïàäàþùåé ñ (2) è çàäàþùåé êàòàñòðîó
ñáîðêè â ïðîñòðàíñòâå äâîéíûõ ïåðåìåííûõ [12℄. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò îïèñàíèÿ
ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, êóáè÷åñêîé ïàðàáîëå Íåéëÿ (äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ) ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî òèï D , òî÷êå ñáîðêè (òðèæäû âû-
ðîæäåííàÿ òî÷êà)  òèï O, à ìíîæåñòâó Ìàêñâåëëà  òèï Ia . Äðóãèìè ñëîâàìè,
çäåñü ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí ëèñò, îòâå÷àþùèé êëàññàì ñîïðÿæåííîñòè ìàòðèö
Âåéëÿ.
Êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, äëÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ â ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (p, q) ïåðåõîäû ìåæäó ïîäòèïàìè:
D → 0, Ia → 0, àíàëîãè÷íû àçîâûì ïåðåõîäàì 2-ãî ðîäà è ñîïðîâîæäàþòñÿ
ñêà÷êàìè ðàíãîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö Âåéëÿ (ïîäòèï O ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íàèáîëåå ñèììåòðè÷íóþ ¾àçó¿), à ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà îòâå÷àåò
àçîâîìó ïåðåõîäó 1-ãî ðîäà [12℄.
Ïðè ââåäåíèè êîìïëåêñíî-ìíèìîé ïåðåìåííîé x0 → ix0 ïîëó÷àåì 4-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, à ïîñòðîåííàÿ êëàññèèêàöèÿ ïåðåõîäèò â èçâåñòíóþ àëãåá-
ðàè÷åñêóþ êëàññèèêàöèþ Ïåòðîâà ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé.
3. Ñâåòîïîäîáíûå èñòî÷íèêè, àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèèêàöèÿ
è àçîâûå ïåðåõîäû
Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñóùåñòâóåò çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïðåäåëüíî-
ãî ïîëÿ ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà (ñì., íàïðèìåð, [13℄) ïðè
ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè çàðÿäà ê ñêîðîñòè ñâåòà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîêîÿùåãîñÿ èíåð-
öèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå çàðÿäà â ïðåäå-
ëå ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâà ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû (òî
åñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðîæäàþòñÿ â
íóëåâûå).
Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â [14℄ äëÿ
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ áûñòðîäâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû íà óðîâíå 6× 6 ñèììåòðè÷íîé
ìàòðèöû Ïåòðîâà (6 × 6 ìàòðèöû êðèâèçíû), ñîîòâåòñòâóþùåé âíåøíåìó ïîëþ
Øâàðöøèëüäà â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàê òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
òàê è ìàòðèöû Ïåòðîâà ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîì ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, êîãäà ñêîðîñòü ÷àñòèöû V ïðèáëèæàåòñÿ ê ñêî-
ðîñòè ñâåòà, ïðèíÿòîé çäåñü, íàðÿäó ñ ãðàâèòàöèîííîé íüþòîíîâñêîé ïîñòîÿííîé
GN , çà åäèíèöó: V → c = 1.
Îäíàêî êîððåêòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ðåøåíèå äâóõ óïîìÿíóòûõ âûøå ïðîáëåì
ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííûõ óíêöèé (δ -óíêöèé Äèðàêà) [4, 15℄ â ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåëè÷èíà ñêîðîñòè V ÷àñòèöû
óñòðåìëÿåòñÿ ê ñêîðîñòè ñâåòà c , à ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû óñòðåìëÿåòñÿ ê íóëþ
(m0 → 0) òàê, ÷òîáû ïîëíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îñòàâàëàñü ïîñòîÿí-
íîé: E = const . Òàêóþ ïðîöåäóðó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà áóäåì íàçûâàòü ñâåòîïî-
äîáíûì ïðåäåëîì.
àñïðîñòðàíÿÿ îïèñàííóþ ïðåäåëüíóþ ïðîöåäóðó íà ðÿä ÷àñòèöåïîäîáíûõ èñ-
òî÷íèêîâ â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
òÿãîòåíèÿ, îïèñûâàþùèå êëàññè÷åñêèå ñâåòîïîäîáíûå ñèíãóëÿðíûå áåçìàñññîâûå
èñòî÷íèêè êàê ñêàëÿðíîãî, òàê è âåêòîðíîãî òèïîâ: ëàéòîíû (lightons) è ãåëèêñîíû
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(helixons). Ïðè ýòîì â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ âûøåóïîìÿíóòîé ïðîöåäóðû ê ÷àñòè-
öåïîäîáíûì èñòî÷íèêàì íå âñå èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ïðèñóùèå ýòèì ÷àñòèöàì,
ñîõðàíÿþòñÿ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ìàò-
ðèöû Âåéëÿ êàê ñèììåòðè÷íîé áåññëåäîâîé 3 × 3 êîìïëåêñíîé ìàòðèöû Ïåòðîâà
â åâêëèäîâîì 3D-ïðîñòðàíñòâå.
Àíàëîãè÷íóþ ïðåäåëüíóþ ïðîöåäóðó íà óðîâíå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
Âåéëÿ áóäåì íàçûâàòü äàëåå ñâåòîïîäîáíûì ïðåäåëîì íà óðîâíå ìàòðèöû Âåéëÿ.
Òàêîé ñâåòîïîäîáíûé ïðåäåë ìîæåò áûòü îïèñàí êàê êàòàñòðîà ñáîðêè.
Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì âíåøíåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå Øâàðöøèëüäà ïîêî-
ÿùåéñÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ê àëãåáðàè÷åñêîìó òèïó D ïî
êëàññèèêàöèè Ïåòðîâà Ïåíðîóçà ñ ìàòðèöåé Âåéëÿ
WD =
m0
r30

2 0 00 −1 0
0 0 −1

 . (7)
Çäåñü WD  êàíîíè÷åñêàÿ áåññëåäîâàÿ ìàòðèöà Âåéëÿ òèïà D ïî àëãåáðàè÷åñêîé
êëàññèèêàöèè Ïåòðîâà, m0  ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû, r  ðàäèàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ:
r20 = x
2+y2+z2, ïåðåìåííûå x, y, z ñóòü äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â 3-ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü òåïåðü ýòà ÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ V âäîëü îñè z.
Ïðèìåíèì ê ìàòðèöå Âåéëÿ (7) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå
îïèñûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíîé 3× 3 ìàòðèöåé
T =

 coshψ −i sinhψ 0i sinhψ coshψ 0
0 0 1

 , (8)
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì: T−1T = T˜ T = TT−1 = T T˜ = 1, detT = +1, òðàíñ-
ïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà T˜ = T−1; i2 = −1, coshψ = (1 − V 2)−1/2, sinhψ = V (1 −
− V 2)−1/2 (òèëüäîé îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû). Ïåðåõîä
V → 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó ψ → ∞. Òîãäà â ïîêîÿùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà äëÿ
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû íà óðîâíå ìàòðèöû Âåéëÿ ìîæíî çàïè-
ñàòü
W = TWDT
−1 =
Eε2
R3
W (ε), (9)
ãäå ε = (1 − V 2)1/2, E = m0/ε  ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, E = const, R2 = ρ2ε2 +
+ (z + V t)2, ρ2 = x2 + y2. Ìàòðèöà Âåéëÿ W (ε) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
W (ε) = ε2CD + 3(W
(E)
N + iV ·W (B)N ), (10)
ãäå CD  ìàòðèöà Âåéëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî òèïà D ,
CD =

−1 0 00 2 0
0 0 −1

 . (11)
Ìàòðèöà ¾ýëåêòðè÷åñêîãî¿ òèïà WEN è ìàòðèöà ¾ìàãíèòíîãî¿ òèïà W
B
N ñóòü äâå
÷àñòè ìàòðèöû Âåéëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî òèïà N ,
WN =W
(E)
N + iW
(B)
N =

1 0 00 −1 0
0 0 0

+ i

0 1 01 0 0
0 0 0

 , (12)
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îòâå÷àþùåé ïîïåðå÷íî-ïîïåðå÷íîé ïëîñêîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùåéñÿ âäîëü îñè z.
Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ïðåäåëüíîãî âèäà ìàòðèöû Âåéëÿ (9), ââåäÿ îáîçíà-
÷åíèÿ ξ = z + V t äëÿ ¾òåêóùåé¿ ïåðåìåííîé è η = z + t äëÿ îïåðåæàþùåãî
âðåìåíè, õîòÿ ýòî ÷èñòî óñëîâíî, òàê êàê âûáîð çíàêà ñâÿçàí ñ âûáîðîì íàïðàâëå-
íèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïîêîÿùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ, òî åñòü ñî ñìåíîé
íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.
Ôèçè÷åñêàÿ ñóòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ñêîðîñòü V â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, õîòÿ è èçìåíÿåòñÿ
êàê ïàðàìåòð. Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíåð-
öèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà, äâèæóùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ñ ïîñòîÿííûìè
ñêîðîñòÿìè òàê, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïðåäûäóùåé ñ áîëüøåé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ. Èçìåíÿÿ ïàðàìåòð V, ìû ïðîñòî
ìåíÿåì ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà. Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, ÷òî ïðîèçîéäåò, êîãäà ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñîâïàäåò ñî ñêî-
ðîñòüþ ñâåòà. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ìîæåò
ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ (â òîì ÷èñëå è â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ) èçè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ÷àñòèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íàðÿäó ñ ïðåäåëîì V → 1 , òðåáóåòñÿ ââå-
ñòè äîïîëíèòåëüíûå ïðåäåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ýòè èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â (9) âìåñòå ñ ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì ε → 0 (V → 1) ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû ñòðåìèëàñü ê
íóëþ (m0 → 0) òàê, ÷òîáû ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E = m0/ε ïðè òàêîì ñâåòîïîäîáíîì
ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé.
Äðóãîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èñ-
ñëåäîâàíèÿ íå òîëüêî âîïðîñà î íàëè÷èè îáû÷íîãî ïðåäåëà ïðè V → 1, íî è ïðå-
äåëà â ñìûñëå îáîáùåííûõ óíêöèé, òî åñòü íóæíî âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè îò-
ëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë èíòåãðàëà îò èññëåäóåìîé óíêöèè íà âñåì áåñêîíå÷íîì
èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé V. Òîãäà ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ
óíêöèÿ èìååò ñâîèì ïðåäåëîì îáîáùåííóþ óíêöèþ, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ δ -óíêöèÿ Äèðàêà.
àññìîòðèì ïðåäåë ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà ïðè ε→ 0
lim
ε→0
∞∫
−∞
ε2(ξ2 + ε2ρ2)−3/2 dξ, (13)
êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 2/ρ2. Îáû÷íûé ïðåäåë ïîäûíòåãðàëüíîé óíêöèè
ðàâåí íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé ïðåäåë ïîäûíòåãðàëüíîé óíêöèè ìîæåò áûòü çàïèñàí
êàê
lim
ε→0
[ε2(ξ2 + ε2ρ2)−3/2] =
2
ρ2
δ(η) =
2
x2 + y2
δ(z + t). (14)
Ó÷èòûâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò è àêò ïîñòîÿíñòâà ïîëíîé ýíåðãèè ïðè ñâåòîïîäîá-
íîì ïðåäåëå, ïîëó÷àåì â (9):
Eε2
R3
→ 2E
ρ2
δ(z + t). (15)
Òîãäà ñâåòîïîäîáíûé ïðåäåë ìàòðèöû Âåéëÿ (10) W (ε) áóäåò ðàâåí 3WN, òî åñòü
â ïðåäåëå ïîëó÷àåì ìàòðèöó Âåéëÿ ïëîñêîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíû.
Â êîíå÷íîì èòîãå ñâåòîïîäîáíûé ïðåäåë ìàòðèöû Âåéëÿ (9) äâèæóùåéñÿ ìàñ-
ñèâíîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê [15℄
W =
6
ρ2
δ(z + t)WN , (16)
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èñ. 3. Ïîâåðõíîñòü êàòàñòðîû ñáîðêè è åå ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü óïðàâëÿþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ p è q
à ñêàëÿðíóþ ñâåòîïîäîáíóþ áåçìàññîâóþ ÷àñòèöó, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå êîòîðîé
îïèñûâàåòñÿ òàêîé ñèíãóëÿðíîé ìàòðèöåé Âåéëÿ, áóäåì íàçûâàòü ëàéòîíîì [16,
17℄.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè êàòàñòðî ââåäåííûé âûøå ñâåòîïîäîáíûé ïðåäåë íà
óðîâíå ìàòðèöû Âåéëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç ñåìè ýëåìåíòàðíûõ êàòàñòðî 
êàòàñòðîó ñáîðêè.
Äëÿ èññëåäóåìîãî ñëó÷àÿ íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà ïîâåðõíîñòü êàòàñòðîû ñáîðêè
è åå ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (p, q). Òî÷êà ñáîðêè (p = q =
= 0) â íàøåì ñëó÷àå ýòî òî÷êà àçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ èç àëãåáðàè÷åñêîãî òèïà D â àëãåáðàè÷åñêèé òèï N (ïåðåõîä èç îäíîé ¾àçû¿
â äðóãóþ). Àëãåáðàè÷åñêèå òèïû ïî Ïåòðîâó ñóòü ðàçëè÷íûå ¾àçû¿ ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ (ñì., íàïðèìåð, [18℄).
àâåíñòâî íóëþ äèñêðèìèíàíòà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
çàäàåò ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó, îòâå÷àþùóþ ìàòðèöå Âåéëÿ òèïà D . àññìàò-
ðèâàåìûé çäåñü ñëó÷àé îòìå÷åí íà ðèñ. 3 êðåñòèêîì (q < 0).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: λ1 = λ3 = −λ2/2 = −ε2,
ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé óíêöèè U ñóòü U(λ1) = U(λ3) = p
2/12 è
U(λ2) = −2p2/3. Â òî÷êå ñáîðêè ìîæíî íàáëþäàòü ñêà÷êè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ
∆(∂2U/∂p2) = 1/6 è ∆(∂2U/∂p2) = −4/3, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñêà÷êó ðàíãà
ìàòðèöû Âåéëÿ ñ r = 3 (D-òèï) äî r = 1 (N-òèï), ãäå ÷åðåç ∆ îáîçíà÷åí ñêà÷îê
çíà÷åíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëüíîé óíêöèè U .
Ïðè ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû ñâåòîïîäîáíîãî ïðåäåëà (ε → 0, V → 1) ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ: λi → 0, i = 1, 2, 3. Ìàòðèöà Âåéëÿ (9) èìååò
äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà X1 è X2. Ïåðâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð X1 îòâå÷àåò ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 è ñòðåìèòñÿ ê ñâåòîïîäîáíîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó X˜1 =
= (−i(1−ε2)−1/2, 1, 0)→ L˜ ìàòðèöû òèïà N , òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå óðàâ-
íåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ WNL = 0. Âòîðîé ñîáñòâåííûé âåêòîð X˜2 = (0, 0, 1)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû Âåéëÿ N òèïà WNX2 [18℄.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øâàðöøèëüäîïîäîáíàÿ ïðåäåëüíàÿ ìåòðèêà â äàííîì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â îðìå Êåððà Øèëäà [15, 18, 19℄
gµν = δµν − 8Hlµlν , (17)
ãäå µ, ν = 0, 1, 2, 3; δµν = diag(1,−1,−1,−1)  ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî; H = −2Eδ(z + t) ln(x2 + y2); lµ = δ0µ + δ3µ; lµlµ = 0.
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Ìåòðèêà (17) îïèñûâàåò òî÷å÷íûé ñèíãóëÿðíûé ñâåòîïîäîáíûé èñòî÷íèê è ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì òî÷íûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà [15, 18, 19℄
gµν = −8piTµν, (18)
ãäå   îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà, Tµν = 2Eδ(z + t)δ(x)δ(y)lµlν  òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ñèíãóëÿðíîãî ñâåòîïîäîáíîãî èñòî÷íèêà.
Ïîëó÷åííàÿ ïðåäåëüíàÿ ìåòðèêà (17) èìååò äâà âåêòîðà Êèëëèíãà: ñâåòîïîäîá-
íûé âåêòîð ξL = (∂/∂t+ ∂/∂z) è ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé âåêòîð ξZ = (x∂/∂y−
−y∂/∂x), êîòîðûé çàäàåò àêñèàëüíóþ ñèììåòðèþ è â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ðàâåí
∂/∂ϕ.
Øâàðöøèëüäîïîäîáíîå ðåøåíèå îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ âåêòîðàìè Êèëëèíãà: âðå-
ìåíèïîäîáíûé âåêòîð ξT = ∂/∂t è òðè ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ âåêòîðà: ξX =
= (y∂/∂z− z∂/∂y), ξY = (z∂/∂x− x∂/∂z), ξZ = (x∂/∂y− y∂/∂x). Ïðèìåíÿÿ äàëåå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ê ýòèì âåêòîðàì è çàòåì ïðîöåäóðó ñâåòîïîäîáíîãî ïðå-
äåëà, ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîð ξZ îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, à âåêòîðû LξT , LξX ,
LξY âûðîæäàþòñÿ â ñâåòîïîäîáíûé âåêòîð [18, 19℄.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñâåòîïîäîáíûé ïðåäåë ìàññèâíîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü îïèñàí
êàê êàòàñòðîà ñáîðêè íà óðîâíå ìàòðèöû Âåéëÿ (ðèñ. 3), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àçî-
âîìó ïåðåõîäó âòîðîãî ðîäà (ñìåíà àëãåáðàè÷åñêîãî òèïà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè) è
èçìåíåíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òàêîãî èñòî÷íèêà:
îò ñåðè÷åñêîé ê àêñèàëüíîé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå δ -îáðàçíîé ñèíãóëÿðíîñòè ìàòðèöû Âåéëÿ N òèïà
è àíàëèç ïðåäåëüíîé ìåòðèêè óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå òî÷å÷íîé
øâàðöøèëüäîïîäîáíîé ÷àñòèöû òðàíñîðìèðóåòñÿ â ïîëå òî÷å÷íîãî áåçìàññîâîãî
èñòî÷íèêà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, à óðàâíåíèÿ òÿãîòåíèÿ äëÿ òàêîãî
ïîëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ñèíãóëÿðíûì èñòî÷íèêîì (òåíçîðîì
ýíåðãèè-èìïóëüñà) ñâåòîïîäîáíîãî èçëó÷åíèÿ. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî
ìû èìååì äåëî ñî ñêàëÿðíîé ñâåòîïîäîáíîé áåçìàññîâîé ÷àñòèöåé, êîòîðóþ íàçîâåì
ëàéòîíîì.
Äðóãèì èçâåñòíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå Íüþìåíà, Óíòè è Òàìáóðèíî
(ÍÓÒ) [20, 21℄, îïèñûâàþùåå âíåøíåå ñòàòè÷åñêîå ñåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ãðà-
âèòàöèîííîå ïîëå òèïà D îñòðîâíîãî èñòî÷íèêà, îáëàäàþùåãî, íàðÿäó ñ îáû÷íîé
ìàññîé äâèæåíèÿ m , åùå è äóàëüíîé ìàññîé b , ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ãðàâèòà-
öèîííûé àíàëîã ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ. Ïðè b = 0 ðåøåíèå ÍÓÒ ïåðåõîäèò â
èçâåñòíîå ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà. Çäåñü ê îïèñàííîé ñâåòîïîäîáíîé ïðîöåäóðå äî-
áàâëÿåòñÿ òî, ÷òî íîâûé ïàðàìåòð B = b/ε òàêæå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Â èòîãå
ïðåäåëüíàÿ ìåòðèêà áóäåò îïèñûâàòü ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âîëíîâîãî àëãåáðàè÷å-
ñêîãî òèïà N , íî áåç ïàðàìåòðà ÍÓÒ [22℄.
Êàê è â ñëó÷àå ñî øâàðöøèëüäîâñêîé ÷àñòèöåé, çäåñü ìû èìååì ñâåòîïîäîáíûé
ïðåäåë ìàòðèöû Âåéëÿ êàê êàòàñòðîó ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ. Òî÷êà ñáîðêè (p = q = 0) åñòü òî÷êà àçîâîãî ïåðåõîäà ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ ðåøåíèÿ ÍÓÒ îò àëãåáðàè÷åñêîãî òèïà D ê âûðîæäåííîìó òèïó N (ðèñ. 3).
Âî âðåìÿ ïðîöåäóðû ñâåòîâîãî ïðåäåëà òàêæå íàáëþäàåòñÿ èçìåíåíèå ñèììåòðèè
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, à âåêòîðû Êèëëèíãà ðåøåíèÿ ÍÓÒ âûðîæäàþòñÿ â ñâåòî-
ïîäîáíûå âåêòîðû Êèëëèíãà [23℄. Òàêèì îáðàçîì, ñâåòîïîäîáíûé ïðåäåë ìàññèâíîé
ÍÓÒ-÷àñòèöû ìîæåò áûòü îïèñàí êàê êàòàñòðîà ñáîðêè íà óðîâíå ìàòðèöû Âåéëÿ
ñ èçìåíåíèåì ñèììåòðèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òàêîãî èñòî÷íèêà è ïîòåðåé ÍÓÒ-
ïàðàìåòðà. Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñêàëÿðíóþ ñâåòîïîäîáíóþ
áåçìàññîâóþ ÷àñòèöó  ëàéòîí.
Âíåøíåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì (òî åñòü ÷àñ-
òèöû, èìåþùåé ñîáñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà) îïèñûâàåòñÿ èçâåñòíûì ðåøåíèåì
Êåððà [24℄, ïðèíàäëåæàùåãî ê àëãåáðàè÷åñêîìó òèïó D . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà
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ñâåòîïîäîáíîãî ïðåäåëà äîïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèåì, ÷òîáû z -êîìïîíåíòà êåððîâñêî-
ãî ìîìåíòà èìïóëüñà LZ â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðåîáðàçîâû-
âàëàñü ïî ïðàâèëó LZ = a ·m0 → J ·E, ãäå a = LZ/m0  êåððîâñêèé ïðèâåäåííûé
ìîìåíò èìïóëüñà (ñîáñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà íà åäèíèöó ìàññû ïîêîÿ), J 
ïðåäåë ïðèâåäåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñâåòîïîäîáíîãî
ïðåäåëà, J = const.
Ïðîöåäóðà ñâåòîïîäîáíîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ïðèìåíåííàÿ ê ìàòðèöå
Âåéëÿ ðåøåíèÿ Êåððà, ïðèâîäèò ê ïðåäåëüíîìó âûðàæåíèþ
W → 3
ρ2
δ(z + t)

2E

 1 −i 0−i −1 0
0 0 0

+ piJ
2ρ
sin θ

 0 0 −10 0 i
−1 i 0



 . (19)
Ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà îòíîñèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó òèïó III (âîëíîâîìó òèïó
ñ ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé). Êàê è äëÿ ñëó÷àåâ ñî øâàðöøèëüäîâñêîé è ÍÓÒ-
÷àñòèöàìè, ñâåòîïîäîáíûé ïðåäåë ìàòðèöû Âåéëÿ ðåøåíèÿ Êåððà åñòü êàòàñòðîà
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåìû íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
òî÷êà ñáîðêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó àçîâîãî ïåðåõîäà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
èç òèïà D â òèï III (ðèñ. 3).
Ñâåòîïîäîáíûé ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðèêè Êåððà èìååò òîëüêî äâà âåê-
òîðà Êèëëèíãà: ñâåòîïîäîáíûé âåêòîð ξL = (∂/∂t+∂/∂z) è ïðîñòðàíñòâåííîïîäîá-
íûé àêñèàëüíûé âåêòîð ξZ = ∂/∂ϕ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. åøåíèå æå Êåððà
èìååò ñëåäóþùèå äâà âåêòîðà Êèëëèíãà: âðåìåíèïîäîáíûé ξT = ∂/∂t è ïðîñòðàí-
ñòâåííîïîäîáíûé àêñèàëüíûé ξZ = ∂/∂ϕ.
Ïðèìåíåíèå ëîðåíöåâñêîãî áóñòà ê âåêòîðàì Êèëëèíãà ðåøåíèÿ Êåððà âìåñòå
ñ ïðîöåäóðîé ñâåòîïîäîáíîãî ïðåäåëà äàåò ξZ → ξZ , ξT → ξL. Â èòîãå ñâåòîïî-
äîáíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äëÿ êåððîâñêîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü îïèñàí êàê êàòà-
ñòðîà ñáîðêè ñ èçìåíåíèåì ñèììåòðèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òàêîãî èñòî÷íèêà.
×òî êàñàåòñÿ ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà êåððîâñêîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ
âäîëü îñè z, òî ïðè óïîìÿíóòîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå îñòàåòñÿ òîëüêî z -êîì-
ïîíåíòà ñïèíà ÷àñòèöû (ïîëîæèòåëüíàÿ èëè îòðèöàòåëüíàÿ êîìïîíåíòû îòíîñè-
òåëüíî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ) èëè ñïèðàëüíîñòü LZ = ±JE [19, 25℄. Ñîîòâåòñòâó-
þùóþ âåêòîðíóþ ñâåòîïîäîáíóþ áåçìàññîâóþ ÷àñòèöó ñî ñïèðàëüíîñòüþ íàçîâåì
ãåëèêñîíîì. Åñëè æå êåððîâñêèé ïðèâåäåííûé ìîìåíò èìïóëüñà a = LZ/m0 ñòðîãî
ïåðïåíäèêóëÿðåí íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû (îñè z ), òî ïðè ñâåòîïîäîáíîì
ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïðåäåëüíûé ïðèâåäåííûé ìîìåíò èìïóëüñà J èñ÷åçàåò è ïî-
ëó÷àåì ðåçóëüòàò, ñîâïàäàþùèé ñ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì äëÿ øâàðöøèäîïîäîáíîé
÷àñòèöû [6, 19, 19, 25℄, òî åñòü â ïðåäåëå èìååì ñêàëÿðíóþ ñâåòîïîäîáíóþ áåçìàñ-
ñîâóþ ÷àñòèöó  ëàéòîí.
Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïîêàçàíà ñâÿçü àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèèêàöèè Ïåòðîâà ãðàâèòàöèîí-
íûõ ïîëåé ñ òåîðèåé êàòàñòðî êàê îáîáùåííîé òåîðèåé àçîâûõ ïåðåõîäîâ íà
óðîâíå òåíçîðà êðèâèçíû (òåíçîðà Âåéëÿ). Ôàçàìè ñóáñòàíöèè âûñòóïàþò àëãåá-
ðàè÷åñêèå òèïû ïðîñòðàíñòâ, à ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà  èíâàðèàíòû òåíçîðà êðè-
âèçíû. Îäíà èç îñíîâíûõ êàòàñòðî  êàòàñòðîà ñáîðêè  ÿâëÿåòñÿ ñ èçè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ àçîâûì ïåðåõîäîì 2-ãî ðîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè êëàññèèêàöèè
÷åòûðåõìåðíûõ ëîêàëüíî åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ìåòîäîì Ïåòðîâà òàêàÿ êëàñ-
ñèèêàöèÿ âîçìîæíà ïóòåì ïðèâëå÷åíèÿ äâîéíûõ ïåðåìåííûõ êàê ðàçíîâèäíîñòè
ãèïåðêîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì òàêæå íàáëþäàåòñÿ ñâÿçü ñ òåîðèé êà-
òàñòðî. Êîíêðåòíàÿ äåìîíñòðàöèÿ òåîðèè ãðàâèòàöèîííûõ àçîâûõ ïåðåõîäîâ
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2-ãî ðîäà ïðîâåäåíà íà ïðèìåðàõ ðàññìîòðåíèÿ ñâåòîïîäîáíûõ ïðåäåëîâ ÷àñòè-
öîïîäîáíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ: Øâàðöøèëüäà, Êåððà è
ÍÓÒ. Îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè òàêèõ ïåðåõîäàõ ìåíÿåòñÿ íå òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèé
òèï ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé (ñ òèïà D íà âîëíîâûå òèïû N è III), íî è èõ ñèììåò-
ðèÿ. Ïîëó÷åííûå ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ñâåòîïîäîáíûå ÷àñòèöû íàçâàíû
ëàéòîíàìè è ãåëèêñîíàìè â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ó íèõ ñïè-
ðàëüíîñòè.
Summary
A.M. Baranov. The Petrov Algebrai Classiation and Phase Transitions in Gravitational
Fields.
This artile shows the onnetion of the Petrov algebrai lassiation of gravitational elds
with the theory of atastrophes as a generalized theory of phase transitions. We demonstrate the
analogy between the transitions of the algebrai types of spae-times and the phase transitions
at the urvature tensor level (Weyl's matries level) by the examples of the Petrov lassiation,
the algebrai lassiation of four-dimensional loal Eulidean spaes, and the derivation of the
gravitational elds of lightlike soures.
Key words: Petrov algebrai lassiation, gravitational elds, atastrophe theory, phase
transitions, lightlike soures, lighton, helixon.
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